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Введение
Задача  многих  тел  является  одной  из  классических  задач  в  вычислительной  математике  и 

вычислительных  методах.  Она  возникает  в  различных  областях  науки:  в  астрофизике  при  моделировании 
движения галактик, в молекулярной динамике, при реалистичном моделировании течения жидкостей, решение 
граничных интегральных уравнений. Математическая постановка задачи очень проста. Пусть у нас есть набор 
точечных  частиц  (тел,  зарядов)  в  d-мерном  пространстве  с  координатами {y j} , j=1 ,… , M ,  и  каждой 

частице ставится в соответствие некоторый «заряд» q j (название «заряд» здесь достаточно условное, однако 
мы  будем  придерживаться  именно  такой  электростатической  аналогии).  Этот  набор  мы  будем  называть 
источниками. Также есть некоторый набор частиц-приемников c координатами {xi} ,i=1 ,… , N , которые 

могут  совпадать  с  источниками.  Также  есть  некоторая  функция F ( x , y )  взаимодействия  между 
источниками  и  приемниками.  Например,  для  системы  заряженных  частиц  взаимодействие  задается  законом 

Кулона и имеет вид F ( x , y )=
1

∣∣x	 y∣∣
.

Однако, существуют приложения, в которых взаимодействие имеет существенно более сложный вид. В 
первую  очередь,  это  решение  граничных  интегральных  уравнений.  Задача  многих  тел  ставится  следующим 

образом: вычислить V i=∑
j=1

M

F ( x i , y j )q j , i=1 ,… , N .

Очевидно,  что  такая  задача  эквивалентна  умножению  плотной  матрицы  размера  N x M на  вектор. 
Сложность  классического  алгоритма  для  выполнения  такой  операции  составляет  O(NM).  В  дальнейшем  для 
простоты  изложения  будем  полагать,  что  M = N,  общая  сложность  наивного  алгоритма  вычисления 
взаимодействий  в  задаче  многих  тел  составляет O (N 2) .  Существуют  различные  быстрые  алгоритмы 
решения  задачи  многих  тел,  однако  все  они  являются  приближенными,  т.е.  в  оценку  сложности  входит 
дополнительно точность ε , с которой необходимо вычислить все взаимодействия. Для различных методов 
получается  различная  зависимость.  Большинство  известных  на  данный  момент  подходов  имеют 
вычислительную сложность C (N , ε ) вида C ( N , ε )=O( N logα N logβ ε	1) .

Существует несколько различных подходов для задачи многих тел. В этой работе будет описан новый 
подход,  основанный  на  предложенном  «мультизарядовом» представлении.  Однако  перед  тем,  как  перейти  к 
описанию  этого  подхода,  кратко  напомним  об основных  методах,  которые  используются  на  данный момент. 
Исторически, первым подходом, в котором был получен квазилинейный по числу частиц метод решения задачи 
многих тел является метод Барнса-Хата[1], который был применен в астрофизике для моделирования систем 
массивных  частиц  (звезд).  Основная  идея,  которая  при  этом  использовалась,  состоит  в  разбиении  всего 
множества  частиц  на  взаимодействующие  группы,  которые  достаточно  отдалены  друг  от  друга.  Эта  идея 
является  общей  для почти  всех  методов  приближенного  вычисления  взаимодействий.  В  методе  Барнса-Хата 
используется  простая  аппроксимация:  действие  группы  частиц  на  какую-то  выделенную  частицу  (что 
соответствует вычислению суммы для одного  i) заменяется на действие одного лишь центра масс с зарядом, 
равным  сумме  зарядов  всех  частиц  в  группе  (кластере).  Критерием  разделенности  служит  расстояние  от 
наименьшего параллелепипеда, содержащего все частицы в группе, до заданной частицы. Метод Барнса-Хата[1] 
оказался очень удачным в случае, если требуется не очень высокая точность (10-3). При увеличении точности 
необходимо  увеличивать  расстояние,  и  зависимость  от  точности  является  полиномиальный.  Быстрый 
мультипольный метод[2] стал прорывом в методах решения задачи многих тел. Во-первых, было предложено 
использовать два дерева, для источников и для приемников. Во-вторых (отсюда и название), вместо простейшей 
аппроксимации одним зарядом, взаимодействие двух разделенных кластеров частиц приближается с помощью 
мультипольного разложения, которое является разложением в ряд Тейлора функции взаимодействия.

Таким образом, удалось получить метод линейной сложности по числу частиц и логарифмической по 
точности.  Однако,  использование  мультипольного  метода  формально  возможно  лишь  в  том  случае,  когда 
известно  аналитическое  сепарабельное  разложение  ядра  взаимодействия.  Во  многих  случаях  этого  сделать 
нельзя. Поэтому возник интерес к алгебраическим методам. Оказалось, что мультипольные методы являются 
методами  приближения  больших  плотных  матриц.  Основной  вопрос  состоял  в  том,  какова  же  матричная 
структура,  матричное разложение, которое используется в таких методах.  В 1993 году Е.Е. Тыртышниковым 
была  предложена  такая  интерпретация:  искомой  структурой  являются  блочно-малоранговые  матрицы[3]. 
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Построение кластерных деревьев естественным образом приводит к разбиению матрицы на непересекающиеся 
блоки,  большинство  из  которых  можно  приблизить  матрицами  малого  ранга.  Так  возник  «мозаично-
скелетонный» метод, в последствии многократно переоткрытый другими исследователями (в частности, ℋ -
матрицы,  предложенные  в  1999 году).  Мозаично-скелетонный  метод  имеет  почти  линейную  зависимость  от 
порядка  матрицы  (числа  частиц),  O(N log N),  т.е.  в  отличие  от  мультипольного  метода,  дополнительно 
присутствует  логарифмический  фактор.  Для  построения  малоранговых  аппроксимаций  блоков  матрицы 
успешно  использовался  крестовый  метод  аппроксимации  больших  плотных  матриц,  который  позволяет 
построить  приближение  к  матрице  размера  N x M ранга  r за  O((N+M)r) операций.  Откуда  берется 
логарифмический фактор? Оказывается,  что это  связано  с  тем,  что  каждый блок  в  матрице  рассматривается 
независимо.  В  быстром  мультипольном  методе  факторы  малоранговых  разложений  связаны  друг  с  другом 
(факторы каждого блока рассчитываются по факторам подблоков). Эта идея легла  в основу ℋ 2 -матриц[5] 
(Хоромский, Саутер, Хакбуш), которые и являются алгебраическим аналогом быстрого мультипольного метода. 
Однако,  для  вычисления  такого  представления  все  равно  используется  крестовый  метод,  который  строит 
мозаично-скелетонную  аппроксимацию,  которая  в  свою  очередь  приближается  с  помощью ℋ 2 -матриц. 
Именно методам построения аппроксимации в таком виде напрямую и посвящена данная работа. Мы вводим 
аналог  скелетного  разложения  для ℋ 2 -матриц,  «мультизарядовое» представление,  и  предлагаем  простой 
детерминистический  метод  его  построения.  Новый  метод  позволяет  быстрее  аппроксимировать  большие 
плотные матрицы, возникающие при решении задачи многих тел.

Идея метода
«Мультизарядовый»  подход  является  обобщением  классического  алгоритма  Барнса-Хата,  только 

взаимодействие  двух  разделенных  блоков  заменяется  не  на  взаимодействие  двух  точечных  зарядов,  а  на 
взаимодействие  r зарядов в одном блоке с  r зарядами в другом. Оказывается, что эти заряды можно выбрать 
прямо из исходных зарядов. Действительно, рассмотрим множество источников xi  и множество приемников

y j . Пусть источников N, приемников  M, и они хорошо разделены. Основное предположение, при котором 
работают быстрые приближенные методы в задаче многих тел состоит в том, что матрица взаимодействия

Ai j=F ( xi , y j ) , i=1 ,… , N , j=1 ,… , M
при достаточном геометрическом разделении источников и приемников имеет малый ранг:

A≈U V ⊤ ,
A≈C r=C Â	1 R ,

где  C — некоторые  r столбцов  матрицы  A,  R — некоторые  r строк  матрицы  A,  а  Â   — подматрица  на 
пересечении этих строк и столбцов. 

Для  того,  чтобы  получить  «мультизарядное»  представление,  достаточно  переписать  скелетное 
разложение в эквивалентном виде 

C r=(C Â	1) Â( Â	1 R ).
Это  произведение  трех матриц можно  интерпретировать  следующим  образом.  Пусть  надо  умножить 

C r  справа на вектор (это и есть вычисление взаимодействия). 

v=C r q .
Сначала произойдет умножение на матрицу размера M x r — вместо M чисел получим  r — это и есть 

эквивалентные заряды (расположенные в тех точках, которые соответствуют строкам матрицы взаимодействия, 
которые были выбраны при построении скелетного разложения). После этого, умножение на подматрицу  r x r 
— это  взаимодействие  между  выбранными  эквивалентными  зарядами.  Последняя  матрица  — это  пересчет 
насчитанных «потенциалов» с  r частиц на  N. Итак, скелетное разложение матрицы эквивалентно построению 
«мультизарядовой»  аппроксимации  для  взаимодействия,  и  эти  эквивалентные  заряды  можно  выбирать  из 
исходных, не прибегая к каким-то дополнительным точкам. Как же выбирать положение этих зарядов?

Для того, чтобы ответить на этот вопрос, вернемся опять к методу Барнса-Хата. Первый шаг — это 
построение  деревьев  для  источников  и  для  приемников  и  формирование  списка  взаимодействующих  узлов. 
Схематично алгоритм выглядит следующим образом.

Строим деревья (например, kd-деревья) для источников и приемников.
Начинаем  обход  деревьев  сверху-вниз,  начиная  с  корней.  Проверяем,  разделены  ли  геометрически 

частицы  выбранных  узлов  деревьев.  Если  нет,  добавляем  в  очередь  все  попарные  взаимодействия  узлов-
сыновей, если да — добавляем в список разделенных пар узлов.

В  итоге,  получаем  список  взаимодействующих  узлов,  которые  хорошо  разделены.  Этот  процесс 
эквивалентен разбиению матрицы на набор непересекающихся блоков малого ранга. У каждого узла-источника 
есть набор узлов-приемников, которые хорошо разделены от него, т.е. они принадлежат так называемой дальней 
зоне, аналогично для каждого узла-приемника.
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Второй шаг — вычисление эквивалентных зарядов каждого узла дерева источников. Предположим, что 
мы знаем эквивалентные заряды для сыновей данного узла дерева источников, и их по  r штук. Предположим 
также,  что  дерево  бинарное.  Тогда,  объединяя  заряды  сыновей,  получим  2r зарядов,  достаточных  для 
представления взаимодействий данного узла с его дальней зоной. Естественно, если продолжать процесс, то на 
самом  верхнем  уровне  будет  2d  зарядов,  и  этот  подход  неэффективен.  Необходимо  проводить 
прореживание зарядов, т.е. ввести некоторое правило отбора эквивалентных зарядов. На самом деле, для этого 
можно  построить  матрицу  взаимодействия  2r зарядов  (эквивалентные  заряды  узлов-сыновей) с  зарядами  из 
дальней  зоны  заданного  узла.  Пусть  размер  дальней  зоны  равен  Q,  тогда  необходимо  посчитать  матрицу 
размера 2r x Q. Основная задача теперь — качественно выбрать r зарядов из 2r. Существуют различные техники 
выбора ведущих строк (фактически, мы выбираем  r строк матрицы  2r x Q), но мы подробнее остановимся на 
методе  подматриц  максимального  объема[4].  Выбор r зарядов  из  2r тогда  осуществляется  очень  просто:  от 
матрицы взаимодействия считается сингулярное разложение  B=U S V ⊤ , младшие  сингулярные  вектора 
фактора U откидываются, при помощи алгоритма поиска подматрицы максимального объема, описанного в [4], 
выбираются  ведущие  строки.  Пусть  Û  —  подматрица  усеченного  U на  выбранных  строках,  тогда 
пересчитать эквивалентные заряды узлов-сыновей можно умножением вектора-строки значений эквивалентных 
зарядов узлов-сыновей на матрицу K=U Û 	1 , быстрое вычисление матрицы  K и её структура  подробно 
описаны в [4].

Для  завершения  описания  алгоритма  осталось  сказать,  как  же  выбираются заряды  из  дальней  зоны. 
Можно  брать  полную  дальнюю  зону  на  каждом  шаге.  Тогда  сложность  алгоритма  составит  O(N log N r) 
операций. Однако, можно использовать точно такой же трюк с прореживанием для дерева приемников. Дальняя 
зона  для  данного  узла-источника  состоит  из  набора  узлов  дерева  приемников,  причем  если  использовать 
сбалансированное  дерево,  то  эти  узлы  находятся  на  том  же  уровне,  что  и  рассматриваемый  узел  дерева 
источников.  Поэтому в качестве  дальней зоны  можно взять  эквивалентные заряды из  всех сыновей узлов из 
дальней  зоны  заданного  узла.  Их  будет  2Cr,  где  C — количество  соседей  у  данного  узла  (эта  константа 
определяется в первую очередь геометрией и размерностью задачи. Она минимальна в одномерном случае, и 
максимальна при равномерном распределении частиц в трехмерном пространстве). Поэтому, для вычисления 
разложения  потребуется  вычислять  сингулярные  разложения  от  матриц  размера  2r x 2Cr.  Это  требует 

O ( r3)  операций,  а суммарное число операций равно  O( N L r3) , где  N L  — число узлов дерева. 

Оптимальный  выбор  уровней  кластерного  биения  зависит  от ранга  взаимодействия,  N L=O (N /r ) ,  т.е. 
сложность зависит линейно от порядка матрицы (числа частиц) и квадратично от ранга взаимодействия. 

«Мультизарядовое»  представление  однозначно  определяется  кластерными  деревьями  и  2r x r 
матрицами  перехода  от  сыновей  к  отцу  для  дерева  источников,  r x r матрицами  взаимодействия  между 
эквивалентными  зарядами-источниками  и  эквивалентными  зарядами-приемниками  и  r x 2r матрицами  для 
перехода от отца к сыновьям для дерева приемников. Аналогичное представление возникает и в случае ℋ 2 -
матриц, и для быстрого мультипольного метода (операторы M2M, M2L, L2L). Отличие между подходами ровно 
такое же, как и в случае сингулярного и скелетного разложения. В скелетном разложении используются только 
элементы матриц, тогда как в сингулярном необходимо строить специальные базисы.

Умножение  матрицы  на  вектор  в  «мультизарядовом» формате  реализуется  достаточно  просто.  Оно 
состоит  из  трех  шагов.  На  первом  шаге  вычисляются  эквивалентные  заряды  в  каждом  из  узлов  дерева  с 
помощью обхода дерева источников снизу вверх и умножения на матрицы перехода; на втором шаге происходит 
пересчет  действия  эквивалентных  зарядов-источников  на  эквивалентные  заряды-приемники  (умножение  на 
матрицы  взаимодействия);  на  третьем  шаге  происходит  обход  дерева  приемников  сверху  вниз,  происходит 
умножение  насчитанных  взаимодействий  на  матрицы  перехода  и  на  нижнем  уровне  возникает  требуемый 
результат.
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Рис. 1

На каждом из трех шагов происходит умножение матриц небольшого размера (порядка r x r) на вектора. 
Отличие  лишь  в  том,  что  на  первом  шаге  сначала  необходимо  производить  матрично-векторные  умножения 
снизу-вверх по дереву источников, на втором шаге все эти операции абсолютно независимы, а на третьем шаге 
необходимо  умножать  матрицы  на  вектора  сверху-вниз  по  дереву  приемников.  Как  видно,  в  данном  методе 
присутствует  высокая  степень  параллелизма  (необходимо  параллельно  производить  множество  матрично-
векторных операций). Общая схема работы алгоритма нарисована на рисунке.

Мультизарядовый метод и ТТ-разложение
Представляет интерес сравнение рассматриваемого подхода. Если говорить о методах решения задачи 

многих тел, то можно проводить сравнения с классическими подходами, и мультизарядовый метод выглядит 
достаточно перспективно, хотя окончательный ответ могут дать только численные эксперименты. Существуют 
другие  подходы,  которые  основаны на  разделении переменных не про  принципу «источник-приемник», а по 
геометрическим  координатам.  Уже  в  трехмерном  случае  вместо  работы  с  матрицами  возникает  задача  о 
разделении  переменных  в  трехмерном  массиве,  или  тензоре.  Тензорные  разложения  активно  развиваются  в 
последние годы, и с их помощью можно решать различные задачи. В первую очередь, из недавних результатов 
можно  выделить  так  называемое  TT-разложение[7].  Однако  отметим,  что  эти  подходы  не  являются 
взаимоисключающими, и решают все-таки разные задачи: прямое применение тензорных методов для задачи 
многих тел невозможно. Можно, однако, отметить некоторое алгебраическое сходство подходов, которое можно 
будет  использовать  в  дальнейшем.   Предположим,  что  число  частиц  есть  степень  двойки,  а  дерево  — 
сбалансированное бинарное. Тогда разбиение на кластеры дает бинарное кодирование для каждой частицы, и 
процесс перехода от одного уровня к другому похож на построение TT-разложения. Различие состоит в том, что 
матрицы перехода являются одинаковыми для TT-разложения, и разными для мультизарядового метода. То, что 
они разные, позволяет учитывать произвольную  конфигурацию  частиц.  Однако, например, в  методе Барнса-
Хата такие матрицы перехода могут быть одинаковыми, поэтому эти связи необходимо изучать.

Программная реализация
Основным  практическим  направлением  используемого  метода  являются  случаи,  когда  сложно 

построить точные аналитические приближения ядра взаимодействия. Такие плотные матрицы возникают при 
численном  решении  граничных  интегральных  уравнений,  когда  взаимодействующими  элементами  являются, 
например,  треугольники  в  треугольной  сетке,  а  элементы  матрицы  вычисляются  как  интегралы  Галеркина. 
Например, 

ai j=∫
Ti
∫
Tj

1
∣∣x	 y∣∣3

d x d y.

Неструктурированные треугольные сетки естественным образом возникают при расчете сложных конструкций. 
Такие конструкции часто рассматриваются при использовании метода интегральных уравнений в аэродинамике 
и акустике.  Поэтому,  при программной реализации необходимо  взаимодействие  с  генераторами треугольных 
сеток.  Также, очевидно,  требуется возможность  интерактивного  взаимодействия,  визуализации решения.  Для 
этого можно использовать наиболее часто используемые в научных вычислениях языки Fortran и C/C++, однако 
такого рода реализации, объединяющие несколько различных пакетов в виде модулей, достаточно трудоемки. 
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Поэтому  прототип  «мультизарядового»  метода  был  реализован  на  языке  Python.  Отметим  некоторые 
особенности языка Python

• Динамически типизированный язык, с удобным синтаксисом
• Свободная лицензия 
• Наличие большого числа стандартных библиотек (Numpy, Scipy) 
• Интерфейсы к различным пакетам визуализации (VTK) 
• Расширяемость за счет модулей на C/Fortran 
• Наличие интерфейсов к MPI и CUDA 

Эти  особенности  выгодно  отличают  Python от  других  подходов  (например,  MATLAB) и  позволяют 
создавать промышленный программный код, оставаясь в экосистеме Python. В этом смысле Python очень удачен 
как некоторый объединяющий (в английской литературе используется слово «glue» — клей) язык для различных 
больших программных комплексов.

В начале был создан прототип комплекса целиком на языке Python, а в дальнейшем его узкие места, 
связанные с расчетом матриц взаимодействия, а также части процедуры умножения матрицы на вектор, были 
переписаны на С с использованием Cython (www.cython.org).

Для генерации сеток в заданной области было рассмотрено несколько генераторов сеток. Оказалось, 
что  на  данный  момент  нет  каких-то  готовых  решений  даже  в  двумерном  случае  (имеется  пакет  MeshPy, 
который, однако, имеет большое число зависимостей и, по-видимому, не может генерировать достаточно мелкие 
сетки).  Поэтому  был  реализован  простейший  Python-интерфейс  для  сеточного  генератора  Ani2D 
(sourceforge.net/ani2d).  Ani2d  написан  в  основном  на  Fortran,  поэтому  оказалось  достаточным  использовать 
инструмент F2PY для создания Python-интерфейса для Fortran-программы.

Численные эксперименты
Приведем предварительные результаты численных экспериментов программного комплекса. Решалось 

интегральное уравнение 

∫
J

q( y) dy

∣∣x	y∣∣3
=1 .

Данное  уравнение  можно  получить  при  решении  задачи  обтекания  методом  дискретных  вихрей[6]. 
Область  решения  задачи  — квадрат  [0;1]  x [0;1],  область  разбивалась  на  треугольники  при  помощи  пакета 
Meshpy (генерация сеток Делоне). Решение предлагалось искать при помощи итерационного метода, для чего 
нужно оценить точность для одной итерации.

В  таблице  показаны  результаты  для  построения  разложения  в  ℋ 2 -формате  и  точность  одного 
вычисления  взаимодействий,  использованы  следующие  сокращения:  N  —  количество  треугольников,  по 
которым нужно было сосчитать вышеупомянутый интеграл, err_set — критерий требуемой точности, Time — 
время вычисления всех эквивалентных зарядов и взаимодействий  между ними,  err_matvec — относительная 
ошибка в L2  норме на случайном векторе значений q ( y) , rank_max — максимальный достигнутый при 
«прореживании» ранг, rank_avg — средний ранг «прореживаний».

В  таблице  следует  обратить  внимание  на  показатель  Time,  линейно  зависящий  от  показателя  N. 
Линейную зависимость времени от ранга можно объяснить тем, что наибольшее влияние при «прореживаниях» 
все  же  сыграло  вычисление  интеграла  в  области,  где  x  был  близок  y.  Количество  таких  интегралов  легко 
посчитать:  в самом низу дерева  приемников  N L=N /r  узлов,  в каждом по  r зарядов и по  Cr  зарядов в 
дальней  зоне.  Итого  сложность  вычисления  ближних  интегралов  составляет  O(Nr) операций,  то  есть 
зависимость времени от ранга линейная.

Таблица 1

N errset Time errmatvec rankmax rankavg

15500 1e-3 8.3 4e-3 19 14

15500 1e-4 10.3 4e-5 28 20

15500 1e-5 13.4 6e-6 38 28

15500 1e-6 17.8 1.4e-6 49 35

15500 1e-9 37 2e-8 93 58

62000 1e-3 30.1 — 18 15
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Заключение
Предложен  новый  метод  вычисления  приближения  больших  плотных  матриц  на  основе  простого 

геометрического  обобщения  алгоритма  Барнса-Хата.  Метод  основан  на  аналоге  скелетного  разложения  для 

ℋ 2 -матриц, имеет линейную сложность по порядку матрицы. Создан прототип программного комплекса на 
языке  Python,  который  включает  в  себя  модули  на  C  и  Fortran.  Метод  протестирован  на  примере 
гиперсингулярного  интегрального  уравнения.  В  дальнейшем,  планируется  провести  сравнение  метода  с 
классическими подходами, в первую очередь, с мозаично-скелетонным методом, а также развить программный 
комплекс  для  того,  чтобы  его  было  удобно  и  эффективно  использовать  для  решения  прикладных  задач  в 
аэродинамике, в том числе и на параллельных машинах.
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